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ПРИМИТИВНЫЕ КЛАССЫ АЛГЕБР, 
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ КЛАССАМ ПОЛУМОДУЛЕЙ И МОДУЛЕЙ 
Б. ЧАКАНЬ (Москва)* 
Целью настоящей статьи является продолжение исследований, прове-
денных в работе автора [3], ß частности, усиление некоторых результатов, 
там изложенных. Ввиду этого предполагается знакомство читателя с оп-
ределениями, обозначениями и результатами упомянутой работы. 
• § 1 
В [3] сформулированы следующие условия, которыми может обладать 
некоторый примитивный класс 91: 
I. В 9Í с у щ е с т в у е т нульместна .я о п е р а ц и я , о т м е ч е н н ы й 
к о т о р о й э л е м е н т о б р а з у е т п о д а л г е б р у в л ю б о й а л г е б р е 
к л а с с а 91. 
II'. В л ю б о й а л г е б р е из 91 к а ж д а я к о н г р у э н ц и я о д н о з н а ч н о 
о п р е д е л я е т с я с в о и м к л а с с о м , я в л я ю щ и м с я н о р м а л ь н о й , под-
а л г е б р о й . , • 
III. В л ю б о й а л г е б р е из 91 к а ж д а я п о д а л г е б р а н о р м а л ь н а . 
IV. К л а с с 9Í н о р м а л ь н ы й . 
Кроме этих условий, нам понадобится и следующее: 
V. В к л а с с е 91 п р я м о е и с в о б о д н о е п р о и з в е д е н и я д в у х 
а л г е б р с о в п а д а ю т . Иными словами, между прямым и 91-свободным 
произведениями алгебр А и В класса 91 существует такой изоморфизм, 
при котором элементы А и В соответствуют самим себе. 
Условие V исследовал А. А. Т е р е х о в [2]. Им отмечено, что V имеет 
смысл лишь при наличии I, а также дана характеристика квазипримитив-
ных классов, удовлетворяющих условиям I, V. Напомним, что существо-
вание свободного произведения в примитивном классе установлено Си-
к о р с к и м [4]. 
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Алгебру Я с .основными операциями + , - , и с нулевым элементом О, 
для которых выполняются аксиомы 
* 
Г1 + Г2 = Г2+Г1, (г1+/2) + г3 = г1 + (г2 + г3), 
(Г1 + Г2)Г3 = ГХГ3 + Г2Г3, Г3(г1 + г2) = г3г{ + г3г2, • 
(г1г2)г3 = г1(г2г3), 
^ + 0 = ^ , ^ 0 = 0 Г! = 0, 
где Г1,Г2,Г3£Л, МЫ будем называть ( а с с о ц и а т и в н ы м ) п о л у к о л ь ц о м . 
Аддитивную" полугруппу А с единичным элементом 0, в которой оп-
ределено операторное произведение ад, где а£А, д — элемент некоторого 
полукольца с единицей Я, подчиненное условиям 
а(д1 + д2) = ад1+ад2, (а + Ь)д1 = ад1+Ьд1, 
<*(в1д2) = (ад1)д2, а0 = 0, а\=а, 0 ^ = 0 , 
где а, Ь£А, д1г д2аЛ, 0 — нулевой элемент,' а 1 — единица в В, мы на-
зовем п р а в ы м у н и т а р н ы м . К - п о л у м о д у л е м . • 
Легко видеть, что если Л фиксированное полукольцо с единицей, то 
все правые унитарные Л-полумодул и образуют примитивный класс. 
§2 -
Сейчас мы охарактеризуем с точностью до эквивалентности примитив-
ные классы адгебр с условиями I, V. Подготовкой служит следующая 
Лемма. Е с л и - э к в и в а л е н т н о с т ь п р и м и т и в н ы х к л а с с о в 91 и 
© о п р е д е л я е т с я о т о б р а ж е н и е м о п е р а ц и й (р и а л г е б р а м - Л , . Л' 
из 21 с о о т в е т с т в у ю т а л г е б р ы В, В' из то а л г е б р е АхА' 
с о о т в е т с т в у е т ВХВ', а 9 1 - с в о б о д н о м у п р о и з в е д е н и ю А^А' — 
2 3 - с в о б о д н о е п р о и з в е д е н и е 'В^В'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в — отображение, элементов А на В при 
рассматриваемой эквивалентности, а в — отображение элементов А' на В'. 
Построим отображение г\ элементов Ах А' на ВхВ' так: 
(а,а')ч = (а6,а'0'), (а£А,а'£А'). 
г] взаимно однозначно и если V произвольная и-местная операция класса 
91, то для любых «¡6 А, а1£А' (/=1,••-..., и). 
((аь а{)...{ап, а!,)у)г1 — (а1...а„V, = 
= ((в!...апу)в, (а!...а„V)в') = ((а,в)...М)(у<р), (а[в')...(а'пв')(^)) = 
• =(а,в,а1в')...(апв, я„'0')М = ((«ь аО^-Са«. «О^Ы-
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Значит, Ах А' эквивалентна ВхВ', а поэтому ВхВ' изоморфна той; 
алгебре класса. 93, которая соответствует алгебре Ах А' при рассматри-
ваемой эквивалентности классов 91 и 33. 
о 
Перейдем к свободным произведениям. При определении в В%В' опе-
раций класса.91 посредством 
(1) Ъ1...Ъд = Ъ1.:.Ът{е<р),. (Ь^ВЪВ', 1 = 1, . . . , г), 
В%В' превращается в алгебру класса 91 В * В ' (см. лемму 1 из [3] и е е 
доказательство). При этом 0, 0' изоморфно отображают А, А' на подал-
гебры В, В' алгебры В*В'. Поскольку А*А' — 91-свободное произведе-
ние, вив' можно продолжить до гомоморфного отображения г\ А % А' в 
В*В'. Гомоморфизм Г1 на самом деле, есть отображение на В* В'. Дейст-
вительно,, если х^В^В','то существует запись вида х = Ъ1...ЪпЬ[...Ъ'та, где-
а — главная производная операция класса 91, Ь ^ В (/==1, . . . ,п), Ъ'^В' 
0 ' = 1, т). Однако а=дд>, где д — некоторая операция класса 91, а. 
поэтому, ввиду (1), в алгебре 
х = Ь\...ЪпЪ{...Ъ'тд. о . 
Определяя в А ^ А ' операции класса 93 путем 
а1.:.аг(0<р) = а1...агд, (а^А^А', г'=1, ...,/•), 
.мы превратим А^А' в алгебру класса А*А', притом в-1, в'*1 изо -
морфно отображают В, В' в подалгебры А, А' алгебры А*А'. Как и выше,. 
в'1 и в'-1 можно продолжить до гомоморфного отображения х~В*В' на 
' А*А'. ' . 
¡IX является отображением А ^ А ' на себя, тождественным для элемен-
тов А и А'. Имеет место 
(а 1... апа[ ...атд) (пх) = ((<*тУ• • • Ом) (а'т)... (атг\) (д<р))х = 
= ((в10)... (апв)(а[0')... (а'тв'){д<р))х = а,...апа[... а'то, 
т. е. >]Х — тождественное отображение. Итак, ц — взаимно однозначно,, 
т. е. оно есть изоморфизм А* А' на В*В'. Ввиду (1), А%А' и В^В' эк-
вивалентны при отображении операций <р. Этим лемма доказана. 
Еще раз отметим, что отображение операций у, определяющее экви-
валентность классов 91 и 95, тем самым однозначно определяет и соот-
ветствие между алгебрами классов 91 и 93. 
Т е о р е м а 1. П р и м и т и в н ы й к л а с с а л г е б р 91 т о г д а и т о л ь к о -
т о г д а э к в и в а л е н т е н п р и м и т и в н о м у " к л а с с у в с е х п р а в ы х у н и -
т а р н ы х п о л у м о д у л е й 'над н е к о т о р ы м а с с о ц и а т и в н ы м п о л у -
к о л ь ц о м с е д и н и ц е й , е с л и 91 у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м I и V . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в 91 выполняются условия I, V, то свобод-
ную алгебру класса 91 с двумя свободными образующими, можно отож-
дествить с прямым произведением двух свободных алгебр класса 9Î с од-
ним свободным образующим каждая. Из этого факта, как и при доказа-
тельстве теоремы 1 в [3], вытекает, что в 91 существует такая двуместная 
ассоциативная операция + с нулем, что для любой я-местной операции 
'(о класса 9( тождественно 
<(2) (х 1 +у 1 ) . . . (х п +у п ) (о = х1...хпа>+у1...у„со. 
ts 
•Отсюда, в частности, получаем коммутативность операции + . 
Множество М, состоящее из всех одноместных операций и из нуль-
.местной- операции 0 класса 9(, можно превратить в полукольцо с единицей, 
•если в нем определить операции полукольца следующим образом: 
х(р1+ц2)-хц1 + хц2, А-.0 = 0, х(ц1ц2) = (хц1)ц2. 
Полученное полукольцо обозначим через R. Сейчас мы можем дока-
зать, что примитивный класс 9Î всех правых унитарных Л-полумодулей 
эквивалентен классу 9t. Доказательство состоит в дословном повторении 
.доказательства теоремы 2 из [3]. Отметим, что при этом нам приходится 
:использовать разложимость операций класса 5R в сумму одноместных опе-
раций, которая вместо ссылки на свойства абелевых ft-групп доказывается 
индукцией по степени слова, определяющего операцию, над системой опе-
раций, состоящей из сложения и умножений на элементы полукольца R. 
С.другой стороны, .пусть примитивный класс 91. эквивалентен прими-
тивному классу 9i всех правых унитарных полумодулей • над некоторым 
•ассоциативным полукольцом с единицей R. Выполнение I в 91 очевидно. 
Рассмотрим в 91 прямое произведение Ах A' (A,A'ç 91) и возьмем прямое 
.произведение полумодулей Р, Р', соответствующих в Sft алгебрам А, А'. 
•Согласно лемме, РхР' соответствует алгебре Ах А'. Убедимся, что РХР' — 
•свободное произведение полумодулей Р и Р' в классе SR.1) В самом деле, 
J>XP' порождается своими подмодулями Р и Р'. Далее, если в, 0' — гомо-
морфизмы Р, соответственно Р' в некоторый Я-полум'одуль Q, то пусть 
•отображение ц РхР' в Q определяется так: 
(р,р')г, = (р,0)0 + (0,р')в' (piP,p'iP'). 
Для элементов из Р t] совпадает с в', а для элементов из Р' — с 0'; 
жроме того, оно является гомоморфизмом РхР' в Q, ибо если P i , p 2 £ P , 
') Доказательство этого факта по суШеству идет от A.A. Т е р е х о в а [2] и мы 
•включаем его лишь для уюбстка читателя. 
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р'ир'г^Р', ТО : 
[(Р1,Р'1) + (Р2,Р2)]Ч-=(Р1+Р2,Р[+Р2)Ч = 
= (Р1+Р2,0)0 + {0,Р{+Р2)9' = 
= (Р1, 0)0 + (р2, 0)0 + (0,р[)9' + (0, р'2)в' = (Рл, р[)ч + (р2, р'2)ц 
и для любого д^Я 
1(р1,р1)о]>1 = {р10,р'1е)4 = (р1в,0)в + (0,р19)в' = 
Из доказанного на основании леммы следует, что Ах А' есть 9[-сво-
бодное произведение своих подалгебр А и А'. Этим показано выполнение 
условия V в 91, что завершает доказательство теоремы 1. 
; §3 ' 
Теперь мы будем рассматривать, как и в работе [3], класс унитарных 
модулей над кольцом. 
Т е о р е м а 2. Для п р и м и т и в н о г о к л а с с а 91 с л е д у ю щ и е че-
т ы р е у т в е р ж д е н и я р а в н о с и л ь н ы : 
(A). 9( э к в и в а л е н т е н п р и м и т и в н о м у к л а с с у в с е х п р а в ы х 
у н и т а р н ы х м о д у л е й над н е к о т о р ы м а с с о ц и а т и в н ы м к о л ь ц о м 
с е д и н и ц е й . 
(B). 91 у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м I, 1Г, III. 
(C). 9[ у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м I, 1Г, V. 
(О). 91 у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м I, IV, V. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (А) в л е ч е т (В). В самом деле, всякий прмитив-
ный класс правых унитарных модулей над ассоциативном кольцом с еди-
ницей удовлетворяет условиям I, 1Г, III. Поэтому нам достаточно заметить, 
что если примитивные классы 91 и 23 эквивалентны, то отображение эле-
ментов, устанавливающее эквивалентность соответствующих алгебр А из 
91 и В из 93, переводит подалгебры А в подалгебры В, а также конгру-
энции А в конгруэнции В. 
(B) в л е ч е т (С). В классе 91.со свойством (В) свободное произведение 
двух алгебр согласно лемме 2 из [3.] совпадает с их прямым произведением. 
(C) в л е ч е т (В). Класс 9( сосвойством (С) по теореме 1 эквивалентен 
примитивному классу 91 всех правых унитарных полумодулей над некото-
рым ассоциативным полукольцом ..с единицей В. Рассмотрим в классе 
свободный полумодуль .Г с двумя свободными образующими X!, х2. Эле-
А И 
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менты Р представимы словами класса 31 с переменными х1,х2. Индукцией 
по . степени слов над системой операций, состоящей из сложения и умно-
жений на элементы из Я, получим, что всякий элемент из Г имеет вид 
х1в1+х2д2, д1,д2€.Я. Такое представление является единственным, ибо 
если х1е1 + х2д2 = х1д1 + х2е'2, д{,д'2£Я, то, так как ^ свободен в классе 
01, это равенство выполняется в тождественно, и, подставляя х1 = х, х2 = 0 
и XI = 0, х 2 = х, мы получаем, что д\ = д[, д2 = д2-
Введем в Р следующее бинарное отношение: х1а1 +х2сг2 = х1т1 + х 2 т 2 
тогда и только тогда, если <т1 + а 2 = т 1 + т 2 . Из аксиом полумодуля выте-
кает, что это отношение определяет конгруэнцию х в Г. В классе 9?, эк-
вивалентном классу 91, выполняется условие 1Г. Принимая во внимание, 
что х1 = х2, ибо х1 = х11 +х 2 0 , х 2 = х10 + х21,-мы видим, что нулевой класс 
конгруэнции х содержит ненулевой элемент, в противном случае х ока-
залась бы тривиальной в силу 1Г. Поэтому существует такой элемент 
х 1 т 1 + х 2 т 2 £ Р , что х-^! + х 2 т 2 = 0, но х1т1 + х2т2 ^ 0 . Таким образом, су-
ществуют такие т1,т2£Я, ЧТО .Т1 + Т2 = 0, притом они отличны от нуля, 
поскольку Т! = 0 влечет за собой т2 = 0, откуда х ^ + х ^ ^ О вопреки 
предположению. Следовательно, в полукольце Л существуют ненулевые 
элементы, обладающие противоположными элементами относительно сло-
жения. Совокупность всех таких элементов образует подкольцо Я1 в Я, 
являющееся в нем даже (двусторонним) идеалом. Покажем, что Я1 = Я. 
Допустим, что это не так, т. е. с Я и элементы из Я, не принад-
лежащие к не имеют противоположного элемента. Рассмотрим в Я 
смежные классы Я1 + д(д€Я). Если + е = + '(бь е ^ - К ь д,д'£Я), 
то е = ( - 0 1 + еО + е \ а поэтому •Дх + е ^ л Г - К - ^ + еО + е ' ^ ^ + е', от-
куда следует, что если два смежных класса имеют общий элемент, то они 
совпадают. Итак, эти классы осуществляют разбиение полукольца Я, ко-
торое, очевидно, является и конгруэнцией в Я. Поскольку нулевой класс 
этой конгруэнции есть Я1г то полученное факторполукольцо мы можем 
обозначать через Я / Я ^ \ его единицей служит + 1 . 
Рассмотрим примитивный класс всех правых унитарных Я/Я^-полу-
модулей. Каждый Я/У^-полумодуль естественным образом можно расс-
матривать как Л-полумодуль и при этом конгруэнции в нем остаются те 
же самые: Поэтому примитивный класс всех правых унитарных Я / Я { -
полумодулей удовлетворяет условию II', справедливость же условий I и V 
вытекает из теоремы 1. Повторением предыдущего процесса мы получим, 
что Я/Я1 содержит ненулевое подкольцо Я2/Я,,* где Я2 — соответст-
вующее подполукольцо в Я. Пусть д2€Я2, дЛЯ 1. Тогда существует 
д2£Я2, для'которого д2 + д'2 = д1£Я1. Мы видим, что д2 + (д2 — е 0 = 0, т. е̂  
д2 обладает противоположным элементом, что противоречит предположению. 
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Мы видим, что R является кольцом, а поэтому единица из R имеет 
противоположный элемент. Рассмотрим в 9í~ операцию xyzco = x+y( — 1) + z. 
Тождественно имеет место xxzco=zxx(o = z. Берем операцию со' из Sí, со-
ответствующую со при отображении операций, определяющем эквивалент-
ность между 9Í и 21. Согласно лемме 1 из [3], в 21 тождественно xxzco' = 
= zxxco' = z. По теореме 4 из [1] это равносильно тому, что в 91 выпол-
няется IV. 
(D) в л е ч е т (А). Класс 21 со свойством (D) эквивалентен примитив-
ному классу 9Í всех правых унитарных полумодулей над некоторым полу-
кольцом с единицей R. Из выполнения IV следует,, по [1], существование 
в 9t, а также в DÍ, тернарных операций со', соответственно со с тождеством 
xxzoo = zxxco = z. Как упомянуто при доказательстве теоремы 1, со разлага-
ется следующим образом: xyzco = xco1.+y(o2 +zco3. Здесь сo¡ (¿=1,2,3) — 
элементы Из R, что. показывается таким же путем, как и в доказательстве 
теоремы 2 из [3]. Тогда, пользуясь тождеством (2) и тем, что R само яв-
ляется правым унитарным ií-полумодулем, получим: 
. 1 +ü)2 = 1 + 1со2 = 100<и + 010й) = (1 + 0)(0 + 1)(0 + 0)ш= 110си = 0. 
Значит 1, а вместе с ней и каждый элемент из R, имеет противоположный 
элемент, т. е. R — кольцо. Учитывая, что система аксиом унитарного по-
лумодуля содержит систему аксиом унитарного модуля, мы видим, что SR 
есть примитивный класс всех правых унитарных Я-модулей. Теорема • до-
казана. 
Поскольку эквивалентность примитивных классов является транзитив-
ной, из теоремы 2 и из теоремы 2 работы [3J вытекает 
С л е д с т в и е . П р и м и т и в н ы й к л а с с 9Í т о г д а и т о л ь к о т о г д а 
э к в и в а л е н т е н н е к о т о р о м у п р и м и т и в н о м у к л а с с у а б е л е в ы х 
Q - г р у п п , е с л и для 91 в е р н о к а к о е - л и б о из у т в е р ж д е н и й (/4), 
(В), (С) и (D). . 
Отметим, что системы условий в утверждениях (В), (С), (D) являются 
минимальными в том смысле, что ни в одной из них нельзя вычеркнуть 
ни одного из условий 11', III, IV, V. Для доказательства этого факта дос-г 
таточно заметить, что в примитивном классе всех групп выполняются I, 
II', IV, но не выполняются III, V; 'B примитивном классе всех коммута-
тивных полугрупп с единицей выполняются I, V, но не выполняются II', 
IV; наконец, в примитивном классе всех полугрупп с тождественным со-
отношением xtx2 = x3x4 выполняется I, III, но не выполняется II ' . 
Отметим также, что в результате Шоды [4], цитированном и в § 5 ра-
боты [3], условие нормальности рассматриваемого примитивного класса 
оказывается излишним, так как оно является следствием условий I, II', III. 
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